PAGE  
106

ГЛАВА 3
ИССЛЕДОВАНИЕ САО НЕЧЕТКИМИ ВЕРОЯТНОСТНЫМИ МЕТОДАМИ
3.1. ЧЕТКИЕ ЦЕПИ МАРКОВА В САО [6,7].
Терминология. Пусть имеем функцию 
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 - пространство элементарных событий; 
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 - вероятность с заданными аксиомами [8]. В этом случае 
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 определяет четкий случайный процесс.
При 
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 - совокупность траекторий (реализаций) случайного процесса. При фиксированном 
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 имеем одну из траекторий 
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, тогда будем иметь случайный вектор 
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В качестве описания случайного вектора 
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 используют:
· совместную функцию распределения 
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· совместную плотность распределения 
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· условную функцию распределения 
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Если имеем условие 
[image: image23.wmf])

/

(

)

,...,

/

(

1

1

1

-

-

=

k

k

k

k

x

x

F

x

x

x

F

, то имеем четкий случайный процесс Маркова. Обычно принята следующая трактовка: пусть 
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 ассоциируется с состоянием системы в «будущем», тогда марковость трактуется как зависимость будущего 
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 и независимость процесса от «прошлого» 
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 Принята следующая общая классификация случайных процессов Маркова (табл.3.1):
Таблица 3.1.
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Для исследования алгоритмов САО будем использовать математический аппарат четких цепей Маркова.
Описание четких цепей Маркова состоит в задании матрицы переходных вероятностей за один шаг (рис.3.1.): 
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 - состояние цепи Маркова соответственно в моменты времени 
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 называется сообщающим состоянием относительно состояния 
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Если 
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 т.е. вероятности не зависят от времени, то имеем однородную цепь Маркова (стационарную цепь).
Имеем 
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 тогда эти вероятности задаются в виде матрицы 
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 (3.1)

Иногда цепь задают в виде графа состояний 
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 (рис.3.2).
Пример 3.1.

Рассмотрим алгоритм с парными пробами при наличии случайных возмущений 
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 дрейфов при отсутствии инерционности (глава 2, случай 2, рис.2.2 а-в). Вероятность 
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 «правильного шага» при 
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 где
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 - число измерений, 
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- отношения «помеха - сигнал».

Поиск оптимального значения 
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 на левой ее ветви можно представить в виде цепи Маркова с графом (рис.3.3), в котором переход из состояния 
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 не зависят от номера шага 
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 В этих условиях процесс поиска 
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 (3.2)
Таким образом, в соответствии с (3.2) процесс оптимизации характеризуется случайным «блужданием» по заданному графу.
Свойство матрицы 
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 характеризуется нахождением цепи Маркова в состоянии 
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 является диагональным элементом матрицы 
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· в общем случае 
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· сумма горизонтальных элементов 
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 называется поглощающим, так как, попав в это состояние, цепь уже не может выйти из него.
1-ое уравнение Маркова. Постановка задачи.

Задана переходная матрица 
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 за один шаг. Необходимо пройти переходную матрицу 
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Решение: Найдем 
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 переходную матрицу за три шага. Для этого рассмотрим всевозможные пути перехода 
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 (рис.3.4).
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Первый возможный путь 
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Второй возможный путь 
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-ый возможный путь 
[image: image97.wmf],

ikj

XXX

®®

 тогда 
[image: image98.wmf]{

}

(1)(1)

ikjikkj

PXXXpp

®®=×

.

Таким образом, имеем:
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Для событий 
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 поэтому для этих событий справедлива формула суммы вероятностей: 
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По этой формуле имеем для любого 
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Изменяя 
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Эту систему из 
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 уравнений обычно записывают в матричной форме:
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Аналогичные рассуждения дают:
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Обычно задают вектор начальных условий: 
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 - условие нормировки, т.е. задают начальные вероятности 
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 нахождения цепи Маркова в исходных состояниях (распределение вероятностей в момент ее «старта»). Тогда распределение вероятностей по 
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 состояниям через 
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 шагов будет равно:
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Полученное уравнение называют 1-ым уравнением Маркова:
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После преобразований уравнение (3.2) можно записать в другой эквивалентной форме: 
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Таким образом, для 1-ого уравнения Маркова имеем:
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(3.3)

Уравнение (3.2) является разностным уравнением, для решения которого используются следующие методы:

· преобразование Лапласа для производящих функций;

· дискретное преобразование Лапласа;
· 
[image: image121.wmf]Z

-преобразование;

· алгебра матриц.

Пример 3.2.

Пусть матрица 
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Найдем решение 1-ого уравнения Маркова методом 
[image: image125.wmf]Z

-преобразования. Имеем из (3.2) после замены 
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В соответствии со свойствами 
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-преобразования имеем:
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поэтому: 
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 откуда из решения матричного уравнения относительно 
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Матрица 
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Определить 
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 равен: 
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Преобразуем выражения в круглых скобках. Из свойств переходной матрицы 
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откуда 
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С учетом обозначений имеем для определителя 
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Преобразуем элементы 
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В результате получим:
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откуда 
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Из таблиц 
[image: image148.wmf]Z

-преобразования имеем:
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поэтому 
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Для получения устойчивого решения полагаем, что 
[image: image150.wmf]1.
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Пусть 
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 что означает нахождение цепи в начальный момент в состоянии 
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Так как 
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, поэтому в пределе при 
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Пусть теперь 
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 Это означает, что цепь в начальный момент находится в состоянии 
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 После аналогичных вычислений и рассуждений, что и выше, получим:
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и соответственно в пределе: 
[image: image161.wmf](
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Сравнение предельных соотношений для разных начальных условий показывают, что они совпадают. Это означает их независимость от начальных условий, что корреспондируется с эвристическими представлениями.
Частный случай примера 3.2.

Положим в матрице (3.2) 
[image: image162.wmf]2
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, что соответствует поиску оптимального значения 
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 за два шага, т.е. САО имеет два состояния и соответствующий граф изображен на рис. 3.5. В этом случае 
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 Переходная матрица 
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Предельные вероятности нахождения в состояниях 
[image: image167.wmf]12
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Пусть в алгоритме (2.3) имеем следующие исходные данные:
· отношение «помеха-сигнал» 
[image: image169.wmf]2;
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· число измерений 
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 выхода объекта 
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· случайные возмущения 
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тогда 
[image: image173.wmf]2

0,50,50,70,25,10,75,

n

qxpq

æö

=-×F===-

ç÷

ç÷

D

èø

;;

 где 
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 - интеграл вероятностей.

Практический интерес представляет обратная задача: сколько необходимо сделать измерений 
[image: image175.wmf]n

 выхода объекта, чтобы при известном 
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 вероятность 
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 нахождения САО в состоянии 
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 была близка к единице? Например, задается 
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 затем решается нелинейное уравнение относительно 
[image: image180.wmf]x
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 откуда из таблиц математической статистики 
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Далее решается уравнение относительно 
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В результате получим 
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 т.е., если каждая «полуволна» на входе объекта будет измеряться дважды 
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 САО попадет в состояние 
[image: image188.wmf]2
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, и тем самым процесс потока приблизится к оптимальному значению 
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 статической характеристики.
Пример 3.3.

Решим задачу примера 3.2, используя метод алгебры матриц. Пусть имеем 1-ое уравнение Маркова в виде 
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Из теории матриц известен следующий факт [9]. Пусть 
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· 
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 - действительные числа.
Тогда 
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 имеет подобную диагональную матрицу 
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, которая связана с 
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 - матрица, составленная из собственных векторов.

Из матричного соотношения для подобных матриц следует 
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Таким образом, возведение в степень 
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 матрицы 
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 в первом уравнении Маркова, что считается сложной операцией, заменяется на более простую операцию возведения в степень подобной матрицы 
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 и нахождения матрицы 
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 матрицы 
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Найдем собственные вектора 
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Из первого уравнения имеем:
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 - СЛАУ относительно 
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Уравнение этой СЛАУ являются линейно зависимыми. Действительно, с учетом того, что 
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Для второго уравнения этой же СЛАУ после аналогичных преобразований получим:
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Преобразованные уравнения в СЛАУ 
[image: image223.wmf](
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 совпадают, т.е. это неопределенная СЛАУ, у которой бесконечно много решений. Одно из решений равно:
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Таким образом, 1-ый собственный вектор равен 
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 Аналогичные вычисления для уравнения 
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Таким образом, матрицы 
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Возведение в 
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-ую степень дает:
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В результате для начальных условий 
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Нетрудно показать, что 
[image: image235.wmf](
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 примера 3.3 можно привести к виду 
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 примера 3.2. Аналогично для 
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Частный случай примера 3.3.
Переходная матрица 
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Этот результат так же совпадает с результатом частного случая примера 3.2.

2-ое уравнение Маркова. Постановка задачи.

Имеет место следующая классификация:
· если 
[image: image242.wmf](
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· если 
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, то это сложная цепь Маркова;

· если переходная матрица 
[image: image244.wmf](

)

1

P

 имеет, например, вид 
[image: image245.wmf](

)

010

1100

010

P

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

 то задана циклическая цепь Маркова;

· если 
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 то задана регулярная цепь Маркова;

· если существует 
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 то имеем эргодическую регулярную цепь Маркова, вектор 
[image: image249.wmf](
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2-ое уравнение Маркова (без доказательства).
Если имеем:

· [image: image905.wmf]4
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1-ое уравнение Маркова 
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· существует предел 
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[image: image252.wmf](

)

(

)

(

)

111

11

1

1

1

,,,

где 1.

k

k

kkj

j

aa

kkk

P

pp

aaaaa

pp

=

æö

ç÷

Þ×=º

ç÷

ç÷

èø

å

K

KMMMK

1424314243

K

1442443




(3.4)
Пример 3.4.

Имеем эргодическую и регулярную цепь Маркова с 
[image: image253.wmf](

)

1

P

 типа (3.2) при 
[image: image254.wmf]3

K

=

 (рис. 3.6):


[image: image255.wmf](

)

123

1

2

3

0

1

0

0

xxx

qpx

P

qpx

qpx

æö

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø


Необходимо найти вектор 
[image: image256.wmf](
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 предельных вероятностей. Из 2-ого уравнения Маркова (3.4) имеем 
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Ее решение равно 
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Таким образом, по истечении длительного времени 
[image: image262.wmf](
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 САО будет находиться в состоянии 
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, то есть система приблизиться к оптимуму 
[image: image265.wmf].
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Решим обратную задачу, которая рассматривалась в частном случае примера 3.2. Задаем 
[image: image266.wmf]3
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Второй корень 
[image: image268.wmf]2
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Из нелинейного уравнения относительно 
[image: image271.wmf]x

 имеем: 
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 откуда из таблиц математической статистики [10]: 
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Таким образом, при числе 
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 измерений каждой «полуволны» вероятность 
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 нахождения САО в состоянии 
[image: image278.wmf]3
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 равна 
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 и процесс поиска приближается к оптимальному значению 
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Пример 3.5.

В общем случае для графа на рис.3.3 с переходной матрицей 
[image: image281.wmf](
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В частности при 
[image: image285.wmf]3
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 после элементарных преобразований будем иметь результаты примера 3.4. Действительно, например, для 
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 имеем:
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Аналогичные преобразования делаются для 
[image: image288.wmf]23
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Среднее число 
[image: image289.wmf]N

 шагов перехода эргодической регулярной цепи Маркова из одного состояния в другое.

Матрица 
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 имеет вид:
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[image: image907.wmf]11
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Основная задача состоит в получении матричного уравнения: 
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 - матрица предельных вероятностей, 
[image: image294.wmf]a

 - вектор предельных состояний, который находится из 2-ого уравнения Маркова (3.4); 
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Для получения выражения 
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 необходимы будут свойства матрицы 
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 Перечислим и докажем эти свойства [7]:

Свойство 1.
Матрица 
[image: image298.wmf]A

 является идемпотентной, то есть 
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Свойство 2.

Имеем место соотношение 
[image: image303.wmf](
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Доказательство:
Предполагается, что цепь Маркова обладает свойствами эргодичности и является регулярной, поэтому 
[image: image304.wmf](
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 С другой стороны, 
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 Сравнение результатов при умножении справа и слева дает 
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Свойство 3.

Имеет место соотношение 
[image: image313.wmf](
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Доказательство:
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Определение.
Если имеются переходная матрица 
[image: image315.wmf](
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 за один шаг и матрица 
[image: image316.wmf]A

 предельных вероятностей, то фундаментальная матрица 
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 определяется соотношением:
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Теорема.

Фундаментальная матрица 
[image: image319.wmf]Z

 может быть представлена в вид соотношения:
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Лемма.

Для доказательства этой теоремы докажем матричное соотношение: 
[image: image321.wmf](
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Доказательство:
Используем формулу для матричного бинома:
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Вернемся к определению 
[image: image324.wmf]Z

 и теореме:
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В результате для фундаментальной матрицы 
[image: image326.wmf]Z

 имеем:
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Для получения матричного уравнения относительно 
[image: image328.wmf]N

 рассмотрим частный случай задания 
[image: image329.wmf](
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В этом случае матрица 
[image: image331.wmf]N

 будет иметь вид: 
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Здесь 
[image: image333.wmf]11
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 - среднее число шагов, когда цепь выходит из состояния 
[image: image334.wmf]1
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 и снова в 1-ый раз попадет в это же состояние
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 - среднее число шагов, когда цепь выходит из состояния 
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 - среднее число шагов, когда цепь выходит из состояния 
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 и впервые попадает в состояние
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 - среднее число шагов, когда цепь выходит из состояния 
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 и снова в первый раз попадает в это же состояние
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Сформулируем гипотезу 
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 что система начинает движение из 
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 Вероятность этой гипотезы 
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 Гипотеза 
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H

 - это переход 
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 Этот переход уже должен осуществиться за один шаг с вероятностью 
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Аналогичные рассуждения дают:
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В матричной форме будем иметь: 
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[image: image356.wmf](
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Решение (3.5) имеет вид: 
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[image: image360.wmf](
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 - вектор предельных вероятностей.

Для доказательства (3.6) необходимо его подставить в (3.5) и получить в результате подстановки соответствующее тождество. В процессе доказательства используются следующие результаты: 
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Действительно, 
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Доказательство (ii):
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Таким образом, справедливо (ii).
[image: image912.wmf](
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Преобразуем (3.6) к виду (3.5), используя свойствa (i), (ii). Это будет означать, что решением (3.5) является (3.6). Имеем (3.6):
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Покажем, что 
[image: image372.wmf].
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 Для этого умножим слева на вектор 
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 соотношение 
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В результате получим 
[image: image376.wmf](
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Это означает, что решением (3.5) является (3.6).
Пример 3.6.

Пусть имеем САО с графом состояний (рис.3.5), которому соответствует переходная матрица 
[image: image377.wmf](
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 Вектор 
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 предельных вероятностей находится из 2-ого уравнения Маркова (3.4): 
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Найдем матрицу 
[image: image383.wmf]N

 из (3.6). Имеем:
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 откуда 
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Пусть теперь в САО примера 3.2 имеем: 
[image: image386.wmf]2
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 тогда, как показывают расчеты, 
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 - вероятность «ложного» шага. В этих условиях получим: 
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Этот результат трактуется следующим образом: переходы из 
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 осуществляются в среднем за один шаг, а из 
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 - в среднем за 50 шагов. Таким образом, приближение к оптимуму 
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 происходит за минимальное число тактов работы САО.
Дисперсия среднего числа шагов перехода эргодической регулярной цепи Маркова из одного состояния в другое. (без доказательства):
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Пример 3.7.

Найдем 
[image: image398.wmf]DN

 для условий примера 3.6. Имеем:
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Вычислим компоненты (3.7):
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поэтому:
[image: image916.wmf]1
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При 
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Найдем доверительный интервал, используя неравенство Чебышева:
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где 
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 - заданная константа; 
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 - дисперсия среднего числа шагов.
Положим в неравенстве Чебышева 
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В результате 
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Для числовых значений 
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Из физических соображений очевидно, что величины 
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 принимают натуральные значения, поэтому в результате после округления получим:
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Выводы.

В теории четких цепей Маркова имеют место следующие соотношения:

1. 
[image: image419.wmf](
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 - 1-ое уравнение Маркова;

(3.9)
2. 
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 - 2-ое уравнение Маркова;

3. 
[image: image421.wmf](
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 - матрица среднего числа шагов перехода системы (цепи) из состояния 
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4. 
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 - дисперсионная матрица среднего числа шагов.
Замечание.

Характеристики 
[image: image425.wmf],
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 четкой цепи Маркова зависят от матрицы 
[image: image426.wmf](
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 финальных вероятностей, которая чувствительна к небольшим изменениям 
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 в элементах 
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 матрицы 
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Действительно, пусть для 
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Однако, если 
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Это означает, что небольшая ошибка 
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 в задании 
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 может привести к неправильному вычислению важных характеристик системы при ее длительном функционировании 
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 Таким образом, 
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3.2. НЕЧЕТКИЕ ЦЕПИ МАРКОВА В САО [11,12].
При решении уравнений Маркова иногда возникают трудности, связанные с высокой размерностью матрицы переходных вероятностей. В практических ситуациях интерес представляют не вероятности нахождения в заданном множестве состояний, а вероятности нахождения в группе состояний, которые обычно формулируются в нечетких терминах. Это дает возможность снизить размер матрицы переходных вероятностей и упростить решения уравнений Маркова. Ниже рассматриваются нечеткие цепи Маркова применительно к анализу функционирования поисковых систем автоматической оптимизации (САО).

Здесь возможно несколько подходов:
· 1-ый подход [11].
В этом случае 
[image: image442.wmf](
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 трактуется как нечеткое отношение (многомерная функция принадлежностей), а 
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 как «композиция» нечетких отношений. По форме имеют место уравнения (3.8), (3.9). Задача состоит в нахождении алгоритма решения аналога 2-ого уравнения Маркова (3.9);
· 2-ой подход [12].
Рассмотрим подробно каждый из этих подходов.

При первом подходе имеем 
[image: image444.wmf](
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 - нечеткое отношение, принятое в теории нечетких множеств [8]. Под нечетким отношением понимается следующее: имеется прямое (декартово) произведение универсальных множеств 
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 функций принадлежностей: 
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-ое отношение - это нечеткое подмножество 
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 на 
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, принимающее значение в 
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. Проще говоря, нечеткое отношение 
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 - это многомерная функция принадлежностей.

Пример 3.8.

Пусть 
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 тогда (рис 3.7): 
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В случае нечетких цепей Маркова 
[image: image455.wmf](
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 имеем (рис. 3.8):
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где 
[image: image457.wmf](
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 - нечеткое отношение, заданное в виде двухмерной функции принадлежностей.
Здесь для нечеткой цепи используется символика, принятая в (3.8), (3.9), однако необходимо понимать, что матрица 
[image: image458.wmf](
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 - это многомерная функция принадлежностей, а не матрица вероятностей, как принято в четких цепях. Это делается с целью придать одинаковую форму соответствующим уравнениям. Различие этих целей подчеркивается введением нижнего индекса 
[image: image459.wmf]н

 - нечеткая матрица.
Следующая особенность состоит в трактовке операции возведении в степень 
[image: image460.wmf](

)

n

н

1

P

 нечеткого отношения 
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 Для нечетких цепей под этим подразумевается многократное применение операции 
[image: image462.wmf]o

 - «нечеткая композиция», которая задается, в частности, оператором «maxmin»: 
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[image: image917.wmf]1

Пример 3.9

Имеем: 
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Необходимо найти 
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Имеем:

[image: image466.wmf](
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Одна из проблем нечетких цепей Маркова - это нахождение алгоритма решения 2-ого уравнения Маркова: 
[image: image467.wmf](
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Обычно для этого по аналогии с четкими цепями необходимо найти предельную матрицу: 
[image: image468.wmf](
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 Например, в случае четкой цепи имеем:
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Это означает, что 
[image: image470.wmf](

)

н

3

4

77

lim1.

3

4

77

n

A

P

®¥

æö

ç÷

=

ç÷

èø

14243

 Таким образом, четкая цепь при заданной 
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 является эргодической цепью. Аналогичная задача имеет место для нечеткой цепи Маркова, то есть нахождение матрицы 
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 означает конечное число шагов, то есть предельная матрица 
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 находится за конечное число шагов. 
Пример 3.10.

Имеем нечеткую переходную матрицу: 
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 Заметим, что сумма строк матрицы 
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 необязательно равна единице, как это имеет место в четкой переходной матрице 
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 Действительно, например, для первой строки: 
[image: image478.wmf]0,40,90,41.
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 Это обстоятельство связано с тем, что элементы 
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 являются элементами многомерной функции принадлежностей 
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 Можно показать, используя алгоритм возведения в степень 
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 примера 3.9, что:
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Суммы элементов матрицы по строкам равны между собой и эти суммы отличны от единицы. В теории нечетких цепей матрицу 
[image: image483.wmf]н
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 называют предельной нечеткой матрицей, которая получается за конечное число шагов 
[image: image484.wmf](
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В этой связи возникает проблема нахождения 
[image: image485.wmf]н
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, имея только 
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 и не используя операцию возведения в степень этой матрицы.
Определение.

Нечеткая цепь Маркова называется эргодической, если предельная переходная матрица 
[image: image487.wmf]н
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 имеет одинаковые строки.
Свойство эргодичности для нечетких цепей Маркова исследуется с помощью собственных нечетких множеств (eigen fuzzy sets). В этой связи имеет место следующее определение.

Определение. Пусть имеем 
[image: image488.wmf](
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 нечеткое отношение, заданное в матричной форме. Тогда вектор 
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 называется собственным нечетким множеством для 
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 - совокупность всех нечетких множеств с частичной упорядоченностью (вложенностью).

Определение вложенности.

Если нечеткие вектора 
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Определение.

Множество 
[image: image495.wmf](
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 называется наибольшим собственным нечетким множеством для нечеткого отношения 
[image: image496.wmf](
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, если для совокупности 
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 собственных нечетких множеств: 
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Замечание.

Таким образом, нахождение совокупности 
[image: image500.wmf]c

 собственных нечетких множеств связано с разрешением множества собственных нечетких уравнений: 
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Пусть 
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 - совокупность нечетких множеств. Определим 
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В [11] показывается, что 
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- множество собственных нечетких множеств нечеткого отношения 
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 Построим последовательность из нечетких множеств:
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тогда в [11] показывается, что 
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Имеют место различные алгоритмы вычисления наибольшего собственного нечеткого множества для нечеткого отношения. Один из таких алгоритмов приведен ниже.
Пример 3.11.
Имеем:
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 - нечеткое отношение.
Необходимо найти наибольшее собственное нечеткое множество.
Шаг 1.

Находим наибольший элемент каждого столбца матрицы 
[image: image516.wmf](
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 В данной матрице 
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 наибольшие элементы столбцов обрамлены символом 
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Шаг 2.
По 
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 - оператор «maxmin» (нечеткая композиция). В результате получим:
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Шаг 3. Находим наибольший элемент каждого столбца матрицы 
[image: image524.wmf]нн
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 (они обрамлены символом 
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). В результате получим 
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Шаг 4. Сравниваем 
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Шаг 5. Так как 
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Шаг 6. Сравниваем 
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 и т.д.
Вычисления продолжаются до выполнения равенства 
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Для нашего примера 
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 Это означает, что 
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 - наибольшее собственное нечеткое множество.

Теорема (без доказательства).
Имеем нечеткую цепь Маркова, которая задается с помощью нечеткого отношения 
[image: image541.wmf](
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, и нечеткое эргодическое уравнение 
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 для нечеткого отношения 
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 имеет одинаковые строки. Одна из этих строк является решением нечеткого уравнения 
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 есть наибольшее собственное нечеткое множество, которое может быть найдено, в частности, по алгоритму, представленному выше.

Теорема (без доказательства).
Пусть имеем возмущенную матрицу отношений 
[image: image547.wmf](
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 - мало):
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 предельная переходная матрица 
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 не чувствительна относительно вариации 
[image: image553.wmf].
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Напомним, что в четкой цепи Маркова имеет место противоположный результат. Таким образом, матрица 
[image: image554.wmf](
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 является робастной.
Выводы.

1. Рассмотрен первый подход к нечетким марковским цепям. Эта теория реализована при разработке алгоритмов нечеткого динамического программирования применительно к нечетким марковским моделям принятия решения при конечном и бесконечном горизонтах планирования [13,18].
2. Сопоставление четких и нечетких цепей Маркова приводится в таблице 3.2.

Таблица 3.2.

	Четкие уравнения Маркова
	Нечеткие уравнения Маркова
	Особенности цепей Маркова
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 неустойчива относительно малых возмущений 
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	2. 
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 -операция умножения.
	2.
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-операция композиции.
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При втором подходе [12] пусть имеем дискретное четкое множество состояний 
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 Нечеткое «псевдоразбиение» или нечеткое 
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-разбиение представляется в виде семейства нечетких подмножеств в 
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 и обозначается как 
[image: image573.wmf]{

}

12

,,...,,

m

FFFF

=

 
[image: image574.wmf]mk

<

 с соответствующими функциями принадлежностей 
[image: image575.wmf]12

,,...,,

m

FFF

mmm

 которые удовлетворяют условию ортогональности 
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 - положительное целое число. Таким образом, число 
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 нечетких состояний 
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, при этом четкое пространство состояний 
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 отображается в нечеткое пространство состояний 
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 посредством функций принадлежностей 
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 Простейший вариант нечеткого разбиения изображен на рис.3.9. Отображение 
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может быть задано в матричной форме:
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(3.12)

В общем случае прямоугольная матрица 
[image: image590.wmf]Г

 имеет 
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 - число четких состояний, 
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 - число нечетких состояний 
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 При этом по условию ортогональности нечеткого разбиения очевидно, что сумма элементов по строкам матрицы 
[image: image595.wmf]Г

 должна быть равна единице: 
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. Пример разбиения 8-ми четких состояний на 3 нечетких состояния изображен на рис.3.10. Матрица 
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 в этом случае будет иметь вид:
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где 
[image: image600.wmf]T

 - символ транспонирования. С учетом транспонирования очевидно, что условие ортогональности выполнено, т.к. сумма элементов по столбцам матрицы 
[image: image601.wmf]T

G

 равняется единице. В общем случае разбиение на нечеткие состояния производится по аналогичной методике.

Найдем вероятности 
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 перехода системы из нечеткого состояния 
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 По теореме умножения законов распределения традиционной теории вероятностей для системы двух четких случайных непрерывных величин 
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поэтому из (3.13) соответственно для системы двух нечетких дискретных случайных величин 
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Вычислим отдельно числитель и знаменатель (3.14). Для знаменателя имеем следующую последовательность рассуждений: если 
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 являются заданными безусловными вероятностями нахождения системы 
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 в четких состояниях 
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В частном случае, когда 
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(3.16)
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(3.17)

где 
[image: image617.wmf]rS
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- двумерная функция принадлежностей; 
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 - совместная плотность распределения системы двух четких случайных дискретных величин 
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Из определения переходной вероятности четкой цепи Маркова и начальных условий имеем 
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После подстановки полученного результата в (3.17) получим:
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(3.18)

В частном случае: 
[image: image624.wmf]12

(0),(0),,(0)1/

n

n

ppp

=

K

 имеем:
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(3.19)

Подставляя (3.19), (3.16), в (3.14) будем иметь:
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Для частного случая получим:
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В результате получаются матричные соотношения, которые связывают переходную матрицу 
[image: image628.wmf](1)
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 нечетких состояний с переходной матрицей 
[image: image629.wmf](1)

P
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 (3.20)

Здесь приняты следующие обозначения:
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 - диагональная матрица размера 
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[image: image636.wmf](
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 - диагональная матрица размера 
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Выводы:

1. С учетом матричного соотношения (3.20) по аналогии с (3.8)-(3.11) будем иметь нечеткие уравнения:
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 (3.24)

где 
[image: image644.wmf](1)
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 находится из (3.20).

2. Уравнения (3.21)-(3.24) позволяют получить основные вероятностные характеристики нечеткой стационарной (однородной) регулярной эргодической цепи Маркова.
Анализ функционирования САО с помощью нечетких цепей Маркова [12].
Пример 3.12.

В теории и практике автоматического управления цепи Маркова используются при анализе цифровых САО, в которых для уменьшения влияния случайных возмущений 
[image: image645.wmf]1
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 используется принцип накопления измерений выхода объекта управления с последующей их обработкой по различным статистическим алгоритмам.

Одной из важнейших характеристик функционирования САО является вероятности нахождения системы в различных состояниях в переходном и установившемся режимах поиска. При этом, как правило, интерес представляют усредненные характеристики типа вероятности нахождения в группе состояний, например, «вдали от экстремума», «недалеко от экстремума» и т.д. Ниже дается расчет этих усредненных параметров.

В импульсных САО с парными пробами на вход объекта с помощью экстремального регулятора (ЭР) подаются импульсные пробные поисковые смещения, на выходе объекта ЭР анализирует по специальным алгоритмам реакцию объекта на эти смещения. По результатам анализа ЭР производит импульсное рабочее смещение входа объекта, и система мгновенно переходит в следующее состояние. В новом состоянии снова подаются пробные смещения, анализируется это новое состояние и далее производится следующее рабочее смещение и т.д. В результате перехода из состояния в состояние САО попадает в окрестность экстремального значения, в котором либо продолжаются колебательные смещения, либо система прекращает свои перемещения, а затем через заданный промежуток времени снова начинаются поисковые перемещения исполнительного органа.

Рассмотрим импульсную САО, состоящую из нелинейного объекта управления (ОУ) со статической характеристикой 
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 имеющую максимум, и импульсного экстремального регулятора (ЭР) (рис.3.11). Регулятор воздействует на вход 
[image: image647.wmf]x

 объекта управления, подавая ступенчатые поисковые смещения 
[image: image648.wmf]g
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 относительно рабочей точки 
[image: image649.wmf].
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 На выход ОУ воздействует неконтролируемое возмущение 
[image: image650.wmf]1
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 в виде центрированного случайного процесса с параметрами 
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 - операторы математического ожидания и дисперсии соответственно, 
[image: image653.wmf]I

 - единичная матрица, 
[image: image654.wmf]2

s

 - известная величина дисперсии. Возмущение 
[image: image655.wmf]1
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 искажает выход ОУ. Для уменьшения влияния возмущений в цифровом ЭР используется фильтрация измерений 
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 с обработкой их в виде среднего арифметического. Временные диаграммы входного и выходного сигналов ОУ изображены на рис.3.11 б для рабочей точки 
[image: image657.wmf],
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 расположенной на левой ветви характеристики
[image: image658.wmf]и
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 Алгоритм функционирования импульсного ЭР с парными пробами и цифровой фильтрацией возмущений 
[image: image659.wmf]1
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 имеет вид:
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(3.25)

Наличие интенсивной помехи 
[image: image661.wmf]j

 приводит к появлению ложных шагов, т.е. система из некоторых состояний может сделать случайным образом неправильный шаг, а затем также случайным образом начать свое движение в правильном направлении. Наличие случайных ложных срабатываний увеличивает время поиска.

В этих условиях задача функционирования САО состоит в определении вероятностей нахождения системы в группе состояний «вдали от экстремума», «в окрестности экстремума» через конечное число шагов поиска, в определении вероятностей нахождения в этой группе состояний через бесконечное число шагов (установившийся режим поиска), в вычислении среднего числа шагов и дисперсии попадания системы из группы состояний в окрестность экстремума. Перечисленные задачи решаются ниже методами нечетких цепей Маркова с использованием (3.21)-(3.24).
Процесс поиска может быть представлен в виде графа, который имеет 
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 вершин, которые соответствуют положению рабочей точки на статической характеристике ОУ (рис.3.12). При наличии 
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 переход из состояния 
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 в соседнее состояние 
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происходит с вероятностью 
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 с вероятностью
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 Из-за технологических особенностей ОУ на величину 
[image: image670.wmf]a

 рабочего шага в (3.25) наложены ограничения: 
[image: image671.wmf],

acconst

£-

, поэтому невозможны «перепрыгивания» через соседние состояния. Вероятности 
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 т.к. функция 
[image: image673.wmf](
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 в (3.25) не имеет зоны нечувствительности и может принимать только два значения: либо +1, либо –1, кроме этого в (3.25) априори задается величина числа 
[image: image674.wmf]n

 измерений выхода ОУ, которая является конечной величиной, поэтому в процессе поиска система может двигаться либо вправо, либо влево относительно 
[image: image675.wmf].
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 Перемещения исполнительного органа системы характеризуются наличием для него крайних состояний, при которых рабочая точка находится либо в крайнем левом состоянии относительно максимума зависимости 
[image: image676.wmf]и
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 либо в крайнем правом состоянии, и дальнейшие уменьшения или увеличения входного сигнала ОУ физически невозможны. Это соответствует тому, что при ложных срабатываниях в крайних состояниях система блокируется и не принимает никаких решений относительно направления рабочего шага, она снова начинает пробные поисковые смещения на вход ОУ до тех пор, пока не разблокируются принимаемые решения. Таким образом, в состоянии 
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 возможны переходы 
[image: image678.wmf]11
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 (блокированное решение) с вероятностью 
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 либо переход 
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 (разблокированное решение) с вероятностью 
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 В состоянии 
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 система достигает некоторой окрестности максимального значения зависимости 
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, и в этой зоне она находится в режиме автоколебаний. При этом из-за наличия 
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 САО случайным образом может уйти из этой зоны. Таким образом, в состоянии 
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 возможны переходы 
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 (режим автоколебаний) с вероятностью 
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 либо 
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 (выход из окрестности максимума - ложный шаг) с вероятностью
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 Переходы из состояния 
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 в соседние состояния 
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 по алгоритму (3.25) удовлетворяют условию марковости:
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т.к. решения о направлении рабочего шага из состояния 
[image: image694.wmf]i
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 принимаются системой только по результатам пробных смещений, которые генерировались в состоянии 
[image: image695.wmf]i
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 и не зависят от решений, принятых системой на предыдущих шагах. Таким образом, процесс поиска максимума зависимости 
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 с помощью САО, функционирующей по алгоритму (3.25), может быть представлен в виде четкой конечной цепи Маркова, описываемой графом представленным на рис. 3.12. В этом случае матрица 
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 переходных вероятностей будет иметь вид:
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 EMBED Equation.3  [image: image699.wmf] (3.26)

Нечеткая 
[image: image700.wmf](
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 переходная матрица определяется по (3.20), и далее по (3.21)-(3.24) находятся вероятностные характеристики нечеткой конечной цепи Маркова, описывающей функционирование САО.

Рассмотрим простейший пример, положив в (3.26) 
[image: image701.wmf]3
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 - число четких состояний системы и 
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 - число нечетких состояний. Для нечеткого состояния 
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 задаем функцию принадлежности 
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 которая соответствует лингвистике «система находится вдали от максимума», а для состояния 
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 соответственно 
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 - «система находится в окрестности максимума». Функции принадлежностей 
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 представлены на рис. 3.9. Вероятности нахождения четкой цепи Маркова в начальный момент времени положим равными между собой: 
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 При этих условиях из (3.20) имеем: 
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 (3.27)

где 
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Результатом вычислений по (3.20) будет 
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где 
[image: image713.wmf](
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 При этом, как нетрудно вычислить, выполняются нормировочные условия: 
[image: image715.wmf]11122122

1,1.

FFFFFFFF

pppp

+º+º


Для дальнейших упрощений положим 
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 Тогда на выходе ОУ отношение «помеха-сигнал» не зависит от положения рабочей точки на статической характеристики и для вероятностей правильных решений получим: 
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В этих предположениях имеем:
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откуда соответственно получим: 
[image: image722.wmf](

)

(

)

1112

2122

21

33

1.

22

0,5

33

ff

f

ff

pp

P

pp

qp

æö

æö

ç÷

==

ç÷

ç÷

+

èø

èø



 (3.28)

Вероятности нахождения САО в нечетких состояниях 
[image: image723.wmf]12
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 через 
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 шагов поиска находятся из разностного матричного уравнения (3.21). Применяя к нему 
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-преобразование будем иметь:
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Разрешая его относительно 
[image: image727.wmf](
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После применения обратного преобразования будем иметь:
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где 
[image: image730.wmf](

)

1

2212

11221221

2111

1

2

1;1;

3

1

ff

ffff

f

pp

pppppA

pp

aa

-

æö

--

=×-×=<=-×

ç÷

--

èø



[image: image731.wmf](
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Рассмотрим поведение САО после бесконечного числа 
[image: image732.wmf]N

 шагов поиска. Для этого переходим к пределу по 
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 в (3.29) 
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Вектора 
[image: image735.wmf](
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, поэтому в установившемся режиме поиска получим: 
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Этот результат может быть получен из (5.48), если в (5.40) положить 
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   (3.31)

Здесь вектора 
[image: image743.wmf]уп
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 характеризуют вероятности нахождения системы оптимизации в нечетких состояниях 
[image: image744.wmf]12
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 в переходном и установившемся режимах поиска соответственно.

Для нечеткого начального состояния «система находится вдали от максимума» имеем: 
[image: image745.wmf](
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  (3.32)

Для нечеткого начального состояния «система находится в окрестности максимума» имеем: 
[image: image747.wmf](
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  (3.33)

Для интерпретации полученных соотношений рассмотрим функционирование САО по алгоритму (3.25) при следующих условиях:
· статическая характеристика ОУ имеет вид 
[image: image749.wmf]и**
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· рабочая точка находится на левой ветви относительно 
[image: image750.wmf]*
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· возмущение 
[image: image751.wmf]j

 имеет нормальный закон 
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· число 
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 измерений «полуволны» выхода ОУ равно 
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· отношение «помеха-сигнал» 
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на выходе ОУ равно 
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В этих предположениях вероятность 
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 ложного шага равна: 
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где 
[image: image759.wmf](
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 - интеграл вероятности.

Переходная матрица 
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Вероятности нахождения САО в нечетких состояниях 
[image: image762.wmf]12
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 в установившемся (индекс 
[image: image763.wmf]у

) режиме (3.32) не зависят от нечетких начальных условий и равны:
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Зависимости 
[image: image765.wmf](
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 для нечеткого начального состояния 
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Соответствующие графики изображены на рис.3.13, которые показывают, что при числе 
[image: image768.wmf]6
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 шагов поиска система оптимизации с вероятностью 
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 будет находиться в нечетком состоянии F2 - «система находится в окрестности максимума» и с вероятностью 
[image: image770.wmf]1
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 в нечетком состоянии F1 - «система находится вдали от максимума».

Среднее число шагов до первого попадания в нечеткое состояние 
[image: image771.wmf]j
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 из 
[image: image772.wmf]i
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 по физическому смыслу не может быть отрицательным, оно должно быть не меньше единицы (число шагов, разделяющих два сообщающихся состояния) и, кроме того, эта величина должна быть целой, поэтому в результате вычислений по (3.23) и округления вычислений получим: 
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Из (3.24) дисперсионная матрица и матрица среднеквадратических (стандартных) отклонений равны:
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По аналогии с нормальным законом распределения за допустимый нечеткий предел колеблемости принимается величина 
[image: image775.wmf]2,
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Например, для 
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Формально полученная отрицательная величина 
[image: image785.wmf]12
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 физически неосуществима. Фактическое значение равно единице. Поэтому интервал колеблемости для 
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После аналогичных вычислений для остальных нечетких состояний получим в матричной форме нечеткие интервалы колеблемости:
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Представляют интерес дальнейшие сферы исследований:

· анализ чувствительности нечетких матричных уравнений (3.21)-(3.24) относительно форм функций принадлежностей;

· рассмотрение нечетких переходных вероятностей для нечетких состояний в виде нечетких чисел;

· анализ функционирования САО по алгоритму с использованием последовательного анализа.

3.3. НЕЧЕТКИЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
В настоящее время появилась задача более адекватного описания неконтролируемых возмущений, действующих на динамическую систему, при которой не накладываются ограничения на возмущения, присущие статистическому подходу. Один из возможных путей состоит в указании диапазона варьирования возмущений относительно управляющего воздействия и степени неопределенности в виде некоторых весовых коэффициентов принимаемых значений внутри интервала варьирования. Дальнейшая задача состоит в разработке алгоритма нахождения выхода динамической системы с указанием диапазона (интервала) изменения неконтролируемых возмущений относительно сигнала на выходе.

Сформулированная выше задача может быть успешно решена методами теории нечетких множеств применительно к дифференциальным уравнениям, используемых при описании динамических систем. Эту вновь появившуюся дисциплину принято называть теорией нечетких дифференциальных уравнений, которая может служить теоретической базой при разработке теории нечеткого автоматического управления. Теоретические результаты относительно существования и единственности решения нечеткой начальной задачи изложены в [20,21], численные аспекты ее решения с доказательством сходимости численных процедур приводятся в [32]. Вероятностная трактовка решения нечеткой начальной задачи при воздействии некоторого нечеткого случайного процесса дается в [23].

Ниже приводятся основные результаты работ [20-23], которые затем применяются к анализу функционирования некоторых типовых звеньев автоматического управления.

3.3.1. Одномерный случай

Нечеткое дифференциальное уравнение 1-го порядка определяется в виде следующего выражения: 
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- нечеткая переменная с функцией принадлежности 
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- четкая переменная, которая в терминах нечетких множеств имеет функцию принадлежностей «синглтон»: 
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Нечеткая начальная задача задается выражением:


[image: image795.wmf]00

(,())(,()),

().

xtxtftxt

xttx

¢

=

ì

í

==

î

 



 (3,34)

Здесь 
[image: image796.wmf]0
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 Нечеткая интегральная кривая 
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 изображена на рис. 3.14 а, проекция на плоскость 
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 непрерывна и ограничена, тогда решение (3.34) существует и единственно [22]. Задача состоит в разработке алгоритма решения (3.34).

Пусть для функции принадлежности 
[image: image804.wmf](
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 (рис.3.15) существует обратное отображение 
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 тогда нечеткая задача Коши (3.34) эквивалентна системе [12]:
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где 
[image: image807.wmf](),()
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 функции принадлежностей 
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По определению принимается, что единственное нечеткое решение 
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 которое является нечеткой функцией, т.е. для каждого фиксированного 
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 пара 
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Сопоставление (3.34) и (3.35) показывает, что поиск решения нечеткой начальной задачи эквивалентен поиску решения четкой начальной задачи при наличии параметра 
[image: image814.wmf]:

m



[image: image815.wmf]0

0

00

(,)(,(,),(,)),

(,)(),

(,)(,(,),(,)),

(,)(),

01.

xtFtxtxt

xttx

xtGtxtxt

xttx

mmm

mm

mmm

mm

m

¢

=

ì

ï

==

ï

ï

¢

=

í

ï

==

ï

££

ï

î

 


 (3.36)

Для решения (3.36) могут быть использованы методы решения четких обыкновенных дифференциальных уравнений.
Для простоты рассмотрим нечеткую динамическую систему в пространстве состояний:  
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 - матрицы с четкими элементами; 
[image: image818.wmf]0
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- вектор начальных значений с четкими компонентами; 
[image: image819.wmf]U

 - вектор нечеткого управления с заданными функциями принадлежностей 
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 его компонент.

Нечеткий выход есть [24,25] 
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где 
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[image: image824.wmf]m

 - вектор с компонентами в виде нечетких функций принадлежностей 
[image: image825.wmf].
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Выражение (3.37) позволяет находить решения типовых задач теории автоматического управления в нечеткой постановке. Рассмотрим одну из них. Имеется апериодическое звено 1-го порядка с передаточной функцией 
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 где 
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 - четкий динамический параметр звена. На входе звена действует нечеткое единичное управление 
[image: image828.wmf]()1(),
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 неопределенность которого для простоты графических построений задается в виде ветвей функции принадлежностей (рис.3.16):
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В общем случае функция принадлежностей 
[image: image831.wmf]A
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, удовлетворяющая следующим условиям, может иметь форму отличную от треугольной:
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- полунепрерывна сверху.

Необходимо найти нечеткий выход звена 
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 Из (3.38) и (3.39) имеем соответствующие обратные отображения:
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В соответствии с (3.36) имеем две параметрические четкие начальные задачи:
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где 
[image: image840.wmf](),()

uu

mm

 - определяются из (3.40).

Из (3.37) имеем решение нечеткой начальной задачи:
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Здесь первая компонента определяет 
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Очевидно, при 
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Найдем функцию принадлежности выхода, разрешая относительно 
[image: image851.wmf]m

 соответственно (3.43) и (3.44): 
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В установившемся режиме, когда 
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 соответственно получим:
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Сопоставление полученных выражений с (3.38) и (3.39) показывает, что в установившемся режиме треугольная функция принадлежностей относительно единичного входного воздействия совпадает с функцией принадлежносей относительно выходного сигнала. Так как предполагается, что заданы четкие нулевые условия, то необходимо положить 
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На рис.3.17 показан результат преобразования нечеткого единичного входного воздействия при его прохождении через апериодическое звено 1-го порядка.

3.3.2. Многомерный случай
Выше была рассмотрена нечеткая начальная задача для одномерного случая (3.36). Обобщим полученный результат на многомерный случай, когда задана нечеткая система линейных дифференциальных уравнений. Ее решение получается с помощью нечеткой формулы вариации постоянной [25]. Имеем:
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где 
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 нечеткие переменные, 
[image: image860.wmf](
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 - нечеткие начальные условия, 
[image: image861.wmf]T

 - символ транспонирования, 
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 - матрица из нечетких переменных с заданными функциями принадлежностей.
Из нечеткой формулы вариации постоянной получим:
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где 
[image: image864.wmf](
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 - нечеткая переходная матрица, которая получается из нечеткой однородной системы линейных дифференциальных уравнений:
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Уровневое представление нечетких векторов и матриц дает:
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где 
[image: image867.wmf](
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Пример 3.13.

Пусть имеем 
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Пусть нечеткие элементы матрицы 
[image: image871.wmf]н
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 имеют функции принадлежностей треугольного и симметричного типа 
[image: image872.wmf](
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 где, для примера, 
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 означает функцию принадлежностей 
[image: image874.wmf](

)

11

x

m

 треугольного типа с основанием (символ 
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) и координатами в 
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 соответствующих концевых точек «1» (левая), «2» (правая) (рис.3.18); 
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Находим нечеткую переходную матрицу 
[image: image878.wmf](
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 из нечеткого дифференциального уравнения 
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)

(

)

(

)

ннн

н

,

0.

tAt

tI

ì

F=×F

ï

í

F==

ï

î

&

 с использованием уровнего представления нечетких элементов 
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Для граничных точек 
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откуда:
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Для 
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Аналогичные расчеты для 
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 с учетом начальных условий имеют вид:

[image: image891.wmf](

)

0,82,20,82,2

0,82,20,82,2

0,850,150,350,35

,0;

0,350,350,150,85

tttt

tttt

eeee

t

eeee

m

æö

+-+

F==

ç÷

-++

èø



[image: image892.wmf](

)

0,9240,924

0,9240,924

0,660,340,470,47

,0.

0,470,470,340,66

tttt

tttt

eeee

t

eeee

m

æö

+-+

F==

ç÷

-++

èø


Далее имеем:
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откуда получим решение 
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элементы двумерной функции принадлежностей





Рис.3.4. Граф всевозможных переходов � EMBED Equation.3  ���за 2 шага.








Рис.3.3. Граф состояний поиска � EMBED Equation.3  ���по алгоритму (2.3). (Гл. 2, случай 2).








Рис.3.2. Граф состояние цепи для 2 состояний � EMBED Equation.3  ���








Рис.3.1. Переходная вероятность � EMBED Equation.3  ��� из состояния � EMBED Equation.3  ��� в � EMBED Equation.3  ���


в момент времени � EMBED Equation.3  ���.
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